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1 Contexte

Dans l'analyse d’une image, il est souvent in-
téressant d’en extraire un squelette topologique
dans le but d’obtenir d’obtenir ’aspect général
ainsi que les différentes caractéristiques topolo-
giques. Pour ceci, une notion a laquelle nous nous
sommes intéressé est celle des points simples, qui
sont les points que 'on peut effacer de I'image
en conservant la topologie de 'objet étudié, ceci
dans un premier temps dans les images en 2D
[Rosenfeld, 1970], puis plus tard dans la litté-
rature dans des grilles 3D [Morgenthaler, 1981]
mais aussi 4D [Kong, 1993].

Ces travaux ont conduit a étudier des algo-
rithme efficaces pour obtenir ces squelettes topo-
logiques [Bertrand and Couprie, 2009] ainsi que
I'intérét pour des notions telles que les points P-
simples [Bertrand, 1995] ou plus récemment les
noyaux critiques [Bertrand, 2007].

Les travaux étudiés dans ce compte rendu
sont principalement ceux de Kong [Kong, 2017]
[Kong, 2019] dont le travail par une approche
basée sur des ensembles de polytopes généra-
lise les notions établies par Bertrand [Bertrand,
2007] sur les noyaux critiques et les ensembles
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P-simples [Bertrand, 1995] dans les grilles carté-
siennes a des ensembles plus généraux. Le grand
intérét des travaux de [Kong, 2017] est qu’ils
offrent la possibilité de généraliser des méthodes
efficaces pour laffinement d’un squelette basé
sur les noyaux critiques préservant la topologie
qui ont été massivement étudiées par Bertrand
et Couprie [Bertrand and Couprie, 2008] [Ber-
trand and Couprie, 2014] [Bertrand and Couprie,
2015] [Couprie and Bertrand, 2016].

Je propose dans ce compte rendu d’étudier les
différents concepts établis par [Bertrand, 2007]
tout en donnant une explication sur leur géné-
ralisation par [Kong, 2017] [Kong, 2019]. Pour
ceci je propose d’illustrer ma compréhension de
ces notions sur un complexe de dimension 2 dans
une grille cartésienne que je compléterai souvent
par une explication de sa généralisation si néces-
saire.

2 Prérequis

Nous nous placerons dans le cas d’images bi-
naires, c’est-a-dire d’une application qui aux
points d’'un espace associe des valeurs dans
0,1}. Bien souvent nous nous plagons dans des
)



grilles cartésiennes, autrement dit dans des es-
paces de la forme Z", ou chaque point peut étre
vu comme un pixel dans Z? ou encore un voxel
dans Z3. Pour compléter cette notion et analyser
la topologie d’une image, il est possible d’enrichir
notre modele car en effet, un pixel est en réalité
un carré, ce carré a des arétes et ces arétes sont
définies par deux points ce qui a conduit a ima-
giner nos grilles cartésiennes sous l'idée qu’un
sommet est une O-face, une aréte est une 1-face,
une face est une 2-face et méme généraliser en di-
mension supérieure ot un volume est une 3-face
et ainsi de suite (Illustré en figure 1).
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FIGURE 1 — illustration des n-faces

Ainsi ce que nous noterons étre un n-cellule
est en réalité I'union d’'une n-face et de ses k-
faces composantes pour k£ < n. Dans le méme
esprit [Kong, 2017] propose une généralisation
de cette notion de n-face énoncée dans les grilles
cartésiennes. Son approche s’appuie sur I'idée de
prendre pour éléments atomiques des polytopes
(pouvant étre vu comme 'enveloppe convexe de
points ou lintersection d’hyperplans). Je pro-
pose une illustration de ce concept en figure 2, ou
j’ai choisi pour élément dans R? un pentagone et
une généralisation dans R? par un dodécaedre.
Notons qu’il est possible de retrouver la généra-
lisation de la notion de cellule dans les travaux
de Kong ou pour une n-face S, sa cellule asso-
ciée est donnée par |JS qui représente 'union
d’un polytope et ses composantes de plus faible
degré.

Notons que tout comme une image cartésienne
en 2D est souvent vue comme un regroupement
de pixels, nous pouvons généraliser cette no-
tion en considérant une image en dimension n
comme une union de polyedres et/ou de poly-
topes (un polyedre étant une union de polytopes
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FI1GURE 2 — illustration des n-faces sur la base
de polytopes

par exemple). Si ma compréhension de la pré-
sentation de [Kong, 2019] est correcte, la généra-
lisation des n-faces peut aussi étre définie dans
la littérature par les F—intersection pour F une
collection de polyedres. Un ensemble de cellules
sera noté un complexe. Méme si I’ensemble traité
X n’est pas un complexe, il est possible de le
compléter en transformant ’ensemble de ses n-
faces en les n-cellules associées par une opération
de fermeture, ce que nous noterons X~ comme
illustré en figure 3. De méme une notion intéres-
sante est aussi celle des faces principales, souvent
trouvées dans la littérature sous le nom de facets.
Les faces principales sont les faces de plus haut
degré dans l'inclusion de leur cellule, autrement
dit, ce sont les faces telles qu’il n’existe pas de
face de plus grand degré dont elle soit un élé-
ment, que ce se déduit aussi d’'une autre appel-
lation : inclusion-mazximal cell, pour les caracté-
riser. Nous noterons ’ensemble des faces princi-
pales de X par X (cf. figure 3).

FIGURE 3 — illustration des n-faces sur la base
de polytopes

Dans la suite du document nous nous intéres-
serons au cas d’images définies depuis des com-
plexes, ceci pour discuter des méthodes d’affine-
ment d’une image binaire tout en préservant sa



topologie.

3 Points simples

Le grand intérét des notions présentées pré-
cédemment est de travailler sur des ensembles
depuis lesquels nous allons pouvoir parler d’affi-
nement d’une image et y vérifier la préservation
de la topologie. Pour affiner une image, nous al-
lons chercher a supprimer des composantes de
I'image, un point qui peut étre effacé, c’est-a-
dire que sa valeur peut étre passée de 1 & 0 sur
I'image sans changer la topologie de I'image est
dit point simple. [Kong, 2019] propose une vi-
sion intéressante plus générale de la notion de
ensemble simple (ici, un regroupement de points
simples). Car en effet, si un ensemble S est simple
dans une image I, alors il existe une déformation
continue de JI en J(I'\ S) et nous diront que
cet ensemble est donc homology simple ce qui
fait le lien entre la notion de point simple dans
les grilles cartésiennes et celle définie sur les po-
lyedres. De plus si une déformation continue qui
préserve la topologie existe entre deux ensemble,
nous parlerons d’équivalence homotopique entre
ces ensembles. Notons que cette notion de dé-
formation continue induit la non-apparition de
trous, c’est-a-dire que pour tout k£ < n les classes
des k-cycles homologiques sont conservées, c’est-
a~dire que si deux cycles étaient d’une méme
classe, ils se déforment 'un en lautre dans |7
et ceci doit toujours étre vrai s’ils existent dans
U(I\S). De méme, si une classe de k-cycles ho-
mologiques existe dans |J I, alors cette classe a
aussi sa correspondance dans (J(I\S) ce qui
prévient de la séparation de deux composants,
la fusion de trous ou encore la disparition d’un
composant.

Une notion intéressante qui fait écho aux
points simples est celle du détachement d’un
complexe. En effet, nous souhaitons supprimer
les ‘ensembles simples’ d’un complexe, dans 1’es-
prit que le détachement de cet ensemble du com-
plexe conduise & une équivalence homologique.
L’opération de détachement s’applique entre un
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FI1GURE 4 — Illustration du procédé de détache-
ment d’un sous-complexe Y d’un complexe X

complexe Y sous-ensemble d’un complexe X et
X. Le résultat comme illustré en figure 4 conduit
a obtenir un complexe dont la partie qui concerne
Y a été effacée de X.

Pour affiner un ensemble en supprimant ses
composants en parallele, une définition qui offre
cette possibilité est celle des points P-simples
[Bertrand, 1995] généralisée par la notion d’en-
semble héréditairement homologiquement simple.
Ces notions veulent simplement dire que tout
sous-ensemble d’un tel ensemble est aussi ho-
mologiquement simple. Notons que [Kong, 2019]
avance des résultats intéressants sur cette théo-
rie en introduisant la notion d’un ensemble sé-
quentiellement homologiquement simple qui im-
plique qu’il existe une partition ordonnée de
cet ensemble telle que un ensemble de cette
suite d’éléments est homologiquement simple
dans l’ensemble séquentiellement homologique-
ment simple privé des ensembles précédents. La
ou ce résultat est particulierement intéressant est
que la notion de séquentiellement homologique-
ment simple est équivalente a la notion de hé-
réditairement homologiquement simple et ces no-



tions conduisent de méme a une équivalence avec
le fait que tout élément de la partition ordonnée
d’un tel ensemble est homologiquement simple
dans cet ensemble privé des éléments précédents.
Ce qui illustre d’un point de vue différent I’in-
térét des points P-simples pour 'affinement en
parallele.

4 Contraction

Nous avons parlé d’équivalence homologique
entre deux ensembles, dans cette partie nous pré-
senterons une représentation du fait qu’il existe
un déformation continue d’un ensemble dans
l'autre.

Dans un premier temps, la notion qui nous in-
téresse est celle de paires libres. Dire qu'une paire
{f, g} est libre veut dire que f est la seule n-face
principale qui contienne la (n—1)-face g. Dans ce
type de configuration nous appellerons les faces
principales f qui les border-faces et les faces as-
sociées g les free-faces.

L’intérét principal de cette notion est que ceci
implique qu’il est possible de contracter (collapse
dans la littérature) f par g comme illustré en fi-
gure 5. Autrement dit, on peut imaginer une dé-
formation continue de g vers f \ g. Notons que
cette opération conserve la topologie d’'un com-
plexe X si la paire {f, g} est une paire libre de
X et sera qualifiée de collapse élémentaire.

collapse d’une
paire 1-face et
0-face

collapse d’une
paire 2-face et
1-face

paires libres

(vert : border-faces)

(rouge : free-faces)

FIGURE 5 — Illustration des paires libres, border-
faces, faces libres et d’opérations de collapse élé-
mentaire de celles-ci

Plus généralement, nous dirons que deux com-

plexes X et Y sont homologiquement équivalents
et que X se contracte/collapse en Y §'il existe
une séquence de collapses élémentaires qui dé-
forme X en Y.

5 Attachement

L’attachement [Kong, 1995] et sa contraction
est une notion importante puisqu’elle est la base
de la notion de noyaux critiques. On parlera de
I’attachement d’une n-face dans un complexe X
comme étant l'intersection de la cellule engen-
drée par f et de son détachement dans X, autre-
ment écrit Attach (f, X) = f~ \ (X © f). Dans
le cas ou f~ se contracte en son attachement, f
est simple, alors on dira que f est contractible.
Notons que si une face est attachée a tous ses voi-
sins, cette face a la topologie d’une boule en di-
mension n, son attachement a la topologie d’une
n-sphere et donc par conséquent ne se déforme
pas en son attachement.

[Kong, 2017] généralise cette notion de
contractibilité d’un attachement par la notion
de polyedre non-vide topologiquement simple
(NonEmpty Topologically Simple Polyhedra
NETS Polyhedra). Pour faire simple, bien que
[Kong, 2017] énonce 4 axiomes pour définir
un NETS Polyhedra et des théorémes qui en
découlent, nous verrons un NETS Polyhedra
comme ayant la structure d’un arbre en dimen-
sion quelconque et homologique a une boule
dans cette dimension, c’est-a-dire un élément

—. connecté, dont le complément dans la bordure de
B8l la cellule/polytope qui le contient est connecté et

de caractéristique d’Euler égale a 1. Par exemple
dans le cas de la dimension 3, on peut voir les
NETS Polyhedra comme vivant sur la surface du
volume définit par ’élément atomique, dont on
vérifie que le complémentaire dans cette surface
est aussi connecté et que le genre de la surface
donné par la caractéristique d’Euler est bien le
méme que celui d’une boule pour permettre ’ho-
mologie (pour vérifier qu’il n’y a pas de trous,
tunnels ou leur généralisation).

Pour faire le lien avec la notion de contractibi-



lité d’'un attachement et sa généralisation : I'at-
tachement d’une cellule est un NETS Polyhedra
si et seulement si il est contractible. Depuis cette
définition, il suffit donc de vérifier que I'attache-
ment d’une cellule est un NETS Polyhedra ou
non pour savoir si ¢’est un point simple ou non.

6 Noyau critique

Nous dirons d’une face qu’elle est essentielle
si elle est I'intersection de toutes les faces prin-
cipales qui la contiennent. Notons que les faces
de plus grand degré sont par définition essen-
tielles. Par la méme occasion, il est intéres-
sant d’introduire la notion de clique. C’est-a-
dire que la clique d’une face f est I’ensemble des
faces g qui la contiennent noté Clique (f, X) =
{g9€ X |g2 f}. La ou la notion de clique est
liée a celle de face essentielle est qu’on dit que
face f est essentielle si elle est I'intersection des
tous les éléments de sa clique, autrement dit des
lors que f = (\Clique (f, X). Par définition, les
faces principales sont essentielles.

Exemples de cliques

(rouge : f)
(vert : Clique (f, X))

Faces essentielles
(en rouge)

FIGURE 6 — Illustration des faces essentielles et
de deux cliques

Le noyau d’une face f est 1’ensemble
des cellules associées aux faces essentielles
qui intersectent la cellule associée a la face
f, aussi noté Core(f,X) = (f~\f") N
(U{9~ | g : une face essentielle de X }). Notons
que (f~\ f7) est simplement la bordure de la
face f que nous noterons f* Dans le cas ou X
est un complexe, ce qui est notre cas, on a que
Attach (f,X) = Core(f,X). Notons qu’il est

aussi possible de se représenter le noyau d’une
face f par le fait qu’il est en fait le complexe
impliqué par l'intersection des faces essentielles

avec la bordure de f (f*) : (f* NEss (X))

L’utilité de définir le noyau ici est de pouvoir
classifier les faces en deux catégories :

— les faces régulieres : dont le noyau est

contractible.

— les faces critiques : dont le noyau n’est pas

contractible.

Ces notions sont encore vraies modulo généra-
lisation par les NETS Polyhedra. Nous illustrons
en figure 7 un exemple de face réguliere et de
face critique.
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FIGURE 7 — Mise en évidence d’une 2-face cri-
tique et d’une 2-face réguliere

L’ensemble des faces critiques d’'un complexe
X formera le complexe noté comme le noyau cri-
tique de X : Cj (X). La propriété intéressante
du noyau critique de X est qu’il est homologique
a X, donc X se contracte en Cf (X).

X1 =Cy (X)
(en rouge)

Xy = Cy (X1)
(en rouge)

X3 = O, (Xa)
(en rouge)

FIGURE 8 — Amincissement par calcul de noyaux
critiques successifs



Une notion intéressante qu’il est possible d’en
déduire est celle des faces critiques maximales
aussi appelées faces M-critiques. Les faces M-
critiques d’'un complexe X sont les faces prin-
cipales du noyau critique de X. Cette notion est
intéressante pour en déduire les ensembles mi-
nimaux non-simples introduits par Ronse [Ro-
senfeld, 1970] qui sont les cliques induites par
les faces M-critiques mais nous ne les détaille-
rons pas plus dans ce document laissant le soin
au lecteur de s’intéresser aux résultats proposés
sur cette notion [Rosenfeld, 1970] et lien avec le
document [Bertrand and Couprie, 2009] [Kong,
2017).

La grande force et l'intérét des noyaux cri-
tiques pour l'affinement d’un complexe X asso-
cié a une image est que l'ensemble définit par
X \ C(X) est un ensemble hiérarchiquement
homologiquement simple, autrement dit un en-
semble P-simple dans les grilles cartésiennes. Par
conséquent, X \ C}, (X)) est un ensemble simple et
qui reste simple si privé de tout sous-ensemble ce
qui fait des noyaux critiques un outil tres intéres-
sant pour la suppression de points en paralléle et
le développement des méthodes efficaces exploi-
tant cette propriété proposées par Bertrand et
Couprie.

7 Liens entre noyaux critiques
et ensembles P-simples

Pour terminer mon document, je souhaite pro-
poser différentes propriétés intéressantes énon-
cées et prouvées principalement par [Kong, 2017]
[Kong, 2019] depuis les notions abordées précé-
demment.

Un théoreme intéressant donné par Bertrand
et Couprie généralisé par [Kong, 2019] dit que Y’
est un ensemble héréditairement et homologique-
ment simple dans un complexe X si et seulement
si toute face du noyau critique de X est contenue
dans un composant de X \ Y. Ce qui est intéres-
sant dans le résultat de ce théoreme est qu’il per-
met de vérifier qu'un ensemble héréditairement
et homologiquement simple est disjoint du noyau

critique au sens des complexes.

Un autre résultat intéressant donné par [Kong,
2017] sur les points P-simples est que un en-
semble Y est héréditairement et homologique-
ment simple dans un complexe X si et seulement
s’'il n’y a pas de cellule critique f telle que sa
clique soient inclue dans Y. Ceci reste dans la
méme idée que le précédent théoreme introduit.

8 Conclusion

Les travaux de [Kong, 2017] et [Kong, 2019]
donnent une généralisation intéressante des dif-
férents concepts énoncés par [Bertrand, 2007].
Dans un premier il généralise la notion des faces
dans des grilles cartésiennes a des polytopes en
dimension quelconque. Puis propose de voir la
notion de points P-simples par des ensembles hé-
réditairement et homologiquement simples ce qui
conduit par équivalence a des ensembles séquen-
tiellement et homologiquement simples et donne
une vision plus intuitive du fait de supprimer
ces points en parallele dans des algorithmes ef-
ficaces [Bertrand and Couprie, 2009]. De plus, il
généralise la notion de contractibilité par la no-
tion de NETS polyhedra, ce qui conduit a avoir
un critere plus général et simple a évaluer en di-
mension supérieure a 4 pour déterminer si une
cellule est critique ou non. Ceci fait que la gé-
néralisation des faces par des polytopes permet
d’importer la notion de noyau critique définie a
I'origine dans les grilles cartésiennes a une défi-
nition plus générale en grande dimension.
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