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Au programme de |'exposé

® Paramétrage de CADO-NFS, un probléme difficile.

e Différences de comportement entre les petites et grandes
tailles.

® | a sélection polynomiale Joux-Lercier : une alternative
intéressante a |'algorithme de Kleinjung pour le logarithme
discret pour les petites tailles ?
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CADO-NFS

CADO-NFS : grandes étapes

Sélection polynomiale
Collecte de relations
Schirokauer maps
Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Sélection polynomiale

On cherche deux polynémes f et g tels que :
® f et g sont irréductibles dans Z [ X].

Sélection polynomiale

® f et g ont une racine commune modulo p. Collecte de relations
Z[X]
/ \ Schirokauer maps
Filtre
LZIX]/f(X) Z[X]/g9(X)

\ / Algébre linéaire

;; Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel

Egalité dans Fy.
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CADO-NFS

CADO-NFS : Sélection polynomiale

A un paire (a,b) € Z?, on associe les normes :

Normy ((a,b) = ¥ (3)

Normy ((a.b)) = b'g(})

N est B-friable s'il se décompose en facteurs
premiers plus petits que B :

N = quq.

q<B

On veut exploiter la friabilité des normes.

Qualité des polyndmes : quantité-E de Murphy.

Sélection polynomiale

Collecte de relations

Schirokauer maps
Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

On impose un spécial-q : facteur premier dans une

On crible sur les normes des paires (a,b) dans un
espace & deux dimensions :

[ o s e e e e e e e c()cooooo0o0 0o l

@ e & o o o e o ae e g ® - - - . . J‘ Algebre linéaire

l o 6 0 0(OQoooooollcoooooooo ° .
N (N | Reconstruction des

logarithmes
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

(a, b) = (201098, 29) Sélection polynomiale
Exemple : 510942669265123167970539

Collecte de relations
Schirokauer maps
Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS : Collecte de relations

(a, b) = (201098, 29) Sélection polynomiale
Exemple : 6217.82184762629101362067
L4 SpéCIal—q Collecte de relations

Schirokauer maps

Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS : Collecte de relations

(a, b) = (201098, 29) Sélection polynomiale
Exemple : 6217.32.307.1033.11519.833247589
° SpéC|a|—q Collecte de relations

® Crible d'Eratosthéne.

Schirokauer maps

Norm ((a,b)) = ( H Norm (q)e“‘) XR. Filtre

Norm(q)<LIM

Algébre linéaire

Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

(a, b) = (201098, 29) Sélection polynomiale
Exemple : 6217.32.307.1033.11519.27893.29873
° SpéC|a|—q Collecte de relations

® Crible d'Eratosthéne.

Schirokauer maps

Norm ((a,b)) = ( H Norm (q)e“‘) XR. Filtre

Norm(q)<LIM

Algébre linéaire

e Cofactorisation par I'Elliptic Curve Method.

Reconstruction des

Norm ((a/7 b)) = H NO’["m (q)eq . logarithmes
Norm(q)<LPB i

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

NO?"m ((a’7 b)) = H NOTm (q)eq I Sélection polynomiale
Norm(q)<LPB

Collecte de relations
Schirokauer maps
Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

NO?"m ((a’7 b)) = H NOT‘m (q)eq I Sélection polynomiale
Norm(q)<LPB

9 szez = quj [p] 771.
( J

Collecte de relations

Schirokauer maps

Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel

1 . C'est faux, pas de théoréme de factorisation unique.
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CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

NO?"m ((a’7 b)) = H NOT‘m (q)eq I Sélection polynomiale
Norm(q)<LPB

9 szez = quj [p] 771.
( J

" eilogy(pi) — > djlog,(q;) = 0[(]"" Filtre
J

Collecte de relations

Schirokauer maps

7

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel

1 . C'est faux, pas de théoréme de factorisation unique.



NFS
000008000

CADO-NFS

CADO-NFS : Collecte de relations

Norm ((a,b)) = 11 Norm (q)“

Norm(q)<LPB
e _ d; 1
“IIe =11g 7 .
i J

Schirokauer maps

7

" eilogy(pi) — > djlog,(q;) = 0[(]"" Filtre
J

Algébre linéaire

(2

Z eivlog, (pi) — Z djvlog,(q;)+
J

Reconstruction des
logarithmes

ZSM]C (a’ b) VlOgg(SMk) =0 [f] SRt HETT e

k Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Algébre linéaire

Z e;vlogg (pi) — Z djvlog,(q;) + Z SMj, (a, b) viegy (SMy) = 0[¢] Sélection polynomiale
i J &

Systéme d'équations linéaires.

Les logarithmes sont les inconnues.
Les exposants sont les coefficients de la matrice.

Schirokauer maps

Filtre
a1l ai2 ot alp-1 ain SMii - SMigm

az1 a2z - azp_1 a2z, SM2y .- SMa g, e
Algébre linéaire

Reconstruction des

logarithmes

a1 Qg2 't Ggp—1 Ak SMpay - SMp g,
Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Algébre linéaire

Zeivlogy(pi) - Z djvlogg(qj) + Z SMy, (a,b) vlogg(S]Wk) =014
i J k

Systéme d'équations linéaires.

Les logarithmes sont les inconnues.

Les exposants sont les coefficients de la matrice. Schirokauer maps
Elimination Gaussienne.

Filtre

a1l ai2 ot alp-1 ain SMii - SMigm

az1 a2z - azp_1 a2z, SM2y .- SMa g, e
Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

a1 Qg2 't Ggp—1 Ak SMpay - SMp g,
Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Algébre linéaire

Zeivlogy(pi) - Z djvlogg(qj) + Z SMy, (a,b) vlogg(S]Wk) =014
i J K
Systéme d'équations linéaires.
Les logarithmes sont les inconnues.
Les exposants sont les coefficients de la matrice.
Elimination Gaussienne.
Block-Wiedemann.
Filtre
a1l ai2 ot alp-1 ain SMii - SMigm
a21 a2 °  aznp-1 azn SM231 - SMa g,

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

a1 Qg2 't Ggp—1 Ak SMpay - SMp g,
Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Logarithmes individuels

q1 q2 a3

Base de donnée des logarithmes

Sélection polynomiale

Collecte de relations

Schirokauer maps

Filtre

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS : Logarithmes individuels

Sélection polynomiale

/\ Collecte de relations

q1 q2 a3
/\ Schirokauer maps
q4 a5
Filtre
Algébre linéaire
Base de donnée des logarithmes Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Logarithmes individuels

Sélection polynomiale

/\ Collecte de relations

q1 q2 a3
/\ Schirokauer maps
q4 a5
Filtre
Algébre linéaire
Base de donnée des logarithmes Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Logarithmes individuels

Sélection polynomiale

/\ Collecte de relations

q1 q2 a3
/\ /\ Schirokauer maps
q4 a5 q7 96
Filtre
Algébre linéaire
Base de donnée des logarithmes Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS : Logarithmes individuels

Sélection polynomiale

/\ Collecte de relations

q1 q2 a3
/\ /\ Schirokauer maps
q4 g5 a7 a6
‘ Filtre
a8
Algébre linéaire
Base de donnée des logarithmes Reconstruction des

logarithmes

Logarithme individuel
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CADO-NFS

CADO-NFS en bref

Sélection polynomiale

® On sélectionne des polynémes.
Collecte de relations

e On factorise les normes pour obtenir des
relations.

Schirokauer maps

e On fabrique un systéme linéaire ou les
logarithmes sont les inconnues. Filtre

® On résout le systéme par |'algeébre linéaire.
Algébre linéaire

e On fabrique un arbre pour exprimer un
logarithme cible en fonction de logarithmes Reconstruction des
P P logarithmes
connus et précalculés.

Logarithme individuel



Paramétrage
°

Vue d’ensemble des paramétres

Vue d'ensemble des principaux paramétres

............................ Kleinjung Joux-Lercier
degree 4
Sélection polynomiale |-- admax incr egree
P nq bound

1pb0 1im0 mfbO lambdaO .
Collecte de relations |- I gmin  rels_wanted
1pbl 1imil mfbl lambdal

target_density
Filtre
max_level

Schirokauer maps o

Algébre linéaire

Reconstruction des
logarithmes

. T L. init_lpb init_lpb . )
Logarithme individuel init_I init lin init lim hint table




Paramétrage
°

Différentes approches

CADO-NFS : Idées pour le paramétrage

Le pire cas : p nombre premier de Sophie Germain.
C'est-a-dire p = 2¢ + 1 avec ¢ premier.
Etude de NFS dans le cas p de Sophie Germain et £ = p;—l.
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Paramétrage
°

Différentes approches

CADO-NFS : Idées pour le paramétrage

Le pire cas : p nombre premier de Sophie Germain.
C'est-a-dire p = 2¢ + 1 avec ¢ premier.
Etude de NFS dans le cas p de Sophie Germain et £ = %.

® Premiére approche : s'intéresser au temps CPU total.

® Trop de temps d'attente.
® Peu d'informations sur la pertinence des paramétres obtenus.

® Seconde approche : s'intéresser aux résultats des différentes
étapes.
® Permet interprétation locale des résultats.
® Mais pas de garantie sur |'optimalité.



Paramétrage
©00

Un exemple de paramétrage

Exemple : paramétrage de la collecte de relations

Etude avec las : unités de travail indépendantes.

Paramétres :
1pb0 lpbl
1imO liml
mfbO mfbil

lambda0 lambdail

Total 9054 reports [0.00128s/r, 18.9r/sql in 13.6
elapsed s [85.2), CPU]

Score : _ _
relations par spécial-q

temps écoulé X pourcentage de temps CPU



Paramétrage
00

Un exemple de paramétrage

Exemple : paramétrage de la collecte de relations

Score général :
score

- (21pb0) g (21pb1> '

Rang 1pb lim rels/spécial-q score score général
1 18, 18 52428, 52428 19 1.66138 | 3.61169 x10°°
2 19, 19 52428, 52428 39.8 2.95039 | 3.41023 x107°
3 18, 19 52428, 52428 27.9 2.24091 | 3.37537 x107°
9 17, 17 26214, 39321 6 0.65337 | 2.66659 x10~°
15 20, 20 | 314572, 104857 72.5 3.46641 | 2.11302 x107°
23 16, 16 26214, 32768 1.6 0.19216 | 1.46863 x107°




Paramétrage
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Un exemple de paramétrage

Exemple : paramétrage de la collecte de relations

Relations par specialq

70000

Scores .
1.7
70000 1.6¢ £ so0
1.6€ :
40000
1.6¢ :
60000
30000
1.6 .
30000 40000 50000 60000 70000 )
. 16 mo
'E 50000
= 1.5¢
1.5¢ s
70000
40000 i
1.5¢
60000 ns
1.5
u
30000 15 £ 5000
18 o
1.4¢ 40000 w0
30000 40000 50000 60000 70000
limo 30000 >

30000 40000 50000 60000 70000
im0



Paramétrage
°

Probléme des petites tailles pour le paramétrage

DENE

Pourcentage

160

140

120

100

80

60

40

2

o

Temps et petites tailles

Pourcentage passé dans les différentes étapes cas Kleinjung

.l al

mmmmm Selection polynomiale
Collecte des relations
Algebre lineaire
Schirokauer maps

o o -

mmmmm Reconstruction des logarithmes

Logarithme individuel

m hl'i"""'."--..l-w

W&f 'Ig','li.\-m- o7

1x1040 1x105°

1x10%° 1x1070 1x108°

Taille des corps finis

1x10%°

1x10100



Paramétrage
°

Probléme des petites tailles pour le paramétrage

Exemple : Temps et petites tailles

Pourcentage

160

140

120

100

80

60

40

20

Pourcentage passé dans les différentes étapes cas Kleinjung

.l o

W= Selection polynomiale
Collecte des relations
Algebre lineaire
Schirokauer maps

mmmmm Reconstruction des logarithmes
Logarithme individuel

o o

-

o st

1x10%°

1x1040

changement de degré

1x1060 1x107°
Taille des corps finis

1x108°0

1x10%°

1x10100



Petites tailles
€000

Probléme des Schirokauer maps

Probléme des Schirokauer maps

500

T
B Selection polynomiale
450 Collecte des relations
Algebre lineaire

400 [ Wmmmm Schirokauer Maps
mmmmm Reconstruction des logarithmes

Temps CPU

0 200 400 600 800
Essais taille 60 triés par temps CPU total

1000



Petites tailles
0®00

Probléme des Schirokauer maps

Degré des facteurs

racine —

degre 2
degre 3

W, o

—

0 200 400 600 800 1000
Essais taille 60 triés par temps CPU total

Nombre de facteurs de f

Exemple si f = fi.f2.f3 dans Fy [X], alors

Fo [X]/F(X) > Fe[X] /1 (X) x Fe [X]/fo (X) x Fe [X]/f3(X).



Petites tailles
0080

Probléme des Schirokauer maps

Solutions au probléme des Schirokauer maps

Temps des Schirokauer maps

1000 - - -
+  Sans fastSM

a +  fastSM compatible
© fastSM nouvelle version
£ 100 ¢
5}
=]
©
$ 10} e
: %ﬁjﬁﬁ
o}
" i ans
3 s
°© 1 + + E
2 i
O | .
@ gl
Q -
£ 0.1
e

0.01 u u a al al al a

1x1040

1x10%°

1x1090

Taille des corps finis

1x107°

1x1080

1x109°

1x10100



Petites tailles
000e

Probléme des Schirokauer maps

Solutions au probléme des Schirokauer

Temps CPU total

100000 . - —~ - - -
+  Sans fastSM e
+  fastSM compatible
fastSM nouvelle version
10000 ¢
1000 ¢

Temps CPU total

1 u a u u u .. ..
1x104° 1x10%° 1x10%° 1x107° 1x108° 1x10%° 1x10100

Taille des corps finis
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Joux-Lercier versus Kleinjung

Sélection polynomiale Joux-Lercier et Kleinjung

Comparaison des temps des sélections polynomiales de Kleinjung et de Joux-Lercier

100000 r " i r i i
+  CADO-NFS Joux-Lercier
+  CADO-NFS Kleinjung
10000 ¢ E
5 1000 F 4
a.
O
0
Q
5
= 100 | + E

1 d

. . ol . ol ol
1x104° 1x10%° 1x10%° 1x107° 1x108° 1x10%° 1x10100

Taille des corps finis



Joux-Lercier vs. Kleinjung
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Joux-Lercier versus Kleinjung

Sélection polynomiale Joux-Lercier et Kleinjung

Comparaison des temps des sélections polynomiales de Kleinjung et de Joux-Lercier

100000 r ol ™y i r i -
+  CADO-NFS Joux-Lercier
+  CADO-NFS Kleinjung
10000 ¢ E
1000 ¢

Temps CPU

changement de degré

1 d

. . ol . ol ol
1x104° 1x10%° 1x10%° 1x107° 1x108° 1x10%° 1x10100

Taille des corps finis



Joux-Lercier vs. Kleinjung

(o] J

Joux-Lercier versus Kleinjung

Sélection polynomiale Joux-Lercier et Kleinjung

Facteur

5.5

4.5

3.5

2.5

15

0.5

Facteur différence des temps totaux CPU entre le cas Kleinjung et Joux-Lercier

Taille des corps finis

" . " . . .
+ temps Kleinjung / temps Joux-Lercier — +
L + + N
+
- + -
T+ R
i e g
L TR -
+ + +
e e i **ﬁrfr L + ]
P+ +++ bk
i ¥ ‘\h{aﬁ ++ ++ +1
++ﬁ‘41t+#++ + +
L 4@ #ﬁ& #ﬁ;_
+ +
a a "
1x1040 1x10%° 1x1060 1x107° 1x108° 1><1ogo 1x10100



Joux-Lerci

Joux-Lercier vs. Kleinjung

(o] J

r versus Kleinjung

Sélection polynomiale Joux-Lercier et Kleinjung

Facteur

5.5

4.5

3.5

2.5

15

0.5

Facteur différence des temps totaux CPU entre le cas Kleinjung et Joux-Lercier

Taille des corps finis

.l ¥ .l r oy .l
+ temps Kleinjung / temps Joux-Lercier — +
changement de degré
L + + ]
+
- + B
| ++ + +H + |
o
L #ﬁJrﬂ +++ ++ K J
+ 4+
o i +ﬁt&f+ﬁﬁ+¢ . |
e
P+ + bkt
i ﬁn—k ++ ++ + 7]
i'ﬁfr## g
!
L 4@ #ﬁ& #ﬁ;_
o+
ad o ad
1x1040 1x10%0 1x10%0 1x107° 1x108° 1><1ogo 1x10100



Joux-Lercier vs. Kleinjung
°

CADO-NFS et autres implémentations du logarithme discret

CADO-NFS et d'autres implémentations du logarithme
discret

u T o u r | T r T
+  CADO-NFS Joux-Lercier
+ CADO-NFS Kleinjung
Pari/GP
Magma =
1000 | e
2
o 100 [
@
Qo
£
2
10 byt s i 4
' Al
o
0
st
1

o u a o a o u a u
1x103%  1x100  1x10%°  1x10%0  1x10%5  1x10%0  1x10%5  1x107°  1x107°

Taille des corps finis



Conclusion
°

Conclusion

Paramétrage de CADO-NFS, un probléme difficile mais des
approches sont possibles.

® Des problémes négligeables avec les grandes tailles ont leur
importance avec les petites tailles.

® La sélection polynomiale Joux-Lercier : une alternative
intéressante a |'algorithme de Kleinjung pour le logarithme
discret pour les petites tailles! Toujours vrai pour les grandes
tailles ?

® SageMath + CADO-NFS?



Quantité-E de Murphy

3.5x10¢
3x10°6
2.5x10°¢
2x10°6
1.5x10°6
1x10°6

5x1077

000000000

Somme des quantités de Murphy

T
Essai 1

T
Essai 11

H

ey —
R
ey S—

— —
Essai 2 Essai 12
B Essai 3 BN Essai 13
Essai 4 Essai 14
B Essai 5 BN Essai 15
Essai 6 e Essai 16
mmm— Essai 7 BN Essai 17
Essai 8 e Essai 18
E— Essai 9 N Essai 19
Essai 10 W Essai 20
Il Il Il
3 4 5

bound



Murphy-E

Temps CPU

0.00000019

0.00000018

0.00000017

0.00000016

0.00000015

0.00000014

0.00000013
2

180

bound

4
160

140
120
100
80
60
40
20

T T T
Temps de la sélection polynomiale

bound

0@0000000
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Exemple : paramétrage de la collecte de relations

Joux-Lercier

Scores

200000 220000 240000

120000 140000 160000 180000
im0

Relations par special-q Temps CPU

20000

= 15000

10000

5000
180000 200000 220000 240000 100000 120000 140000 160000 180000
im0

200000 220000 240000

100000 120000 140000 160000
imo.




000@00000

. Collecte pour I'algebre linéaire

T T T
mmmm Collecte de relations

1000 I s Algebre lineaire

Temps CPU

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
QMIN
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Exemple : Collecte pour I'algébre linéaire

90000 T T T T T T T T
+ valeur minimale de RELS WANTED ~ +
85000 .

80000 + .
75000 |- 1

70000 + 4

RELS WANTED
-

"
65000 |- + 1

60000 T

55000 I I I I I I I I I
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

QMIN

0.75

T T T T T T T T T
+  pourcentage de relations uniques
0.7 T+

0.65 L + 4

+

pourcentage de relations uniques

0.45 L L L L L L L L L
10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

QMIN
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Exemple : Temps et petites tailles
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Quantité de Murphy différentes solutions
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Comparaison sans biais
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